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En hommage a Jean Leray 

Resume. — On montre que certaines algebres associatives dont le produit se scinde 
en somme de plusieurs operations et qui sont libres, en un certain sens, pour ces 
operations, possedent une structure d'algebre de Hopf. On montre que I'operade des 
algebres dendriformes joue un role particulicr dans ce contexte, puis on donne de 
nombreux exemples. 

Abstract (Splitting associativity and Hopf algebras). — We show that some 
associative algebras whose product splits up into the sum of several operations and 
are free, in a certain sense, with respect to these operations, admit a Hopf algebra 
structure. We show that the operad of dendriform algebras play a crucial role in this 
context, and we give numerous examples. 



Introduction 

Dans leur celebre article sur les algebres de Hopf, John Milnor et John Moore 
interprete le theoreme 8 de Particle |Ler45| de Jean Leray de la fagon suivante (cf. 
theoreme 7.5 de |MM65| ): si une algebre commutative unitaire A possede une co- 
operation unitaire, i.e. un homomorphisme d'algebres associatives 

compatible avec I'unite, alors A est libre comme algebre associative et commutative 
(c'est-a-dire est une algebre symetrique). Ce resultat peut s'etendre a d'autres types 
d'algebres a condition de remplacer le produit tensoriel par la somme (colimite) dans 
cette categorie d'algebres (cf. Fresse |Fre98| et Oudom |Oud99p . 

Le but de ce papier est, en un certain sens, de renverser la situation et de montrer 
que, pour certains types d'algebres, on peut construire un coproduit sur I'algebre libre. 
Dans le cas classique des algebres associatives, I'algebre libre sur I'espace vectoriel V 
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est I'algebre tensorielle T{V) (algebre des polynomes non commutatifs sur une base 
de V). On sait que c'est aussi une algebre de Hopf pour le coproduit construit a partir 
dcs shufHcs. Commc consequence importante de cette propriete les algcbres envelop- 
pantes des algebres de Lie sont des algebres de Hopf. En pratique on pent utiliser 
le fait que T{V) est libre pour demontrer la coassociativite du coproduit shuffle sans 
calculs combinatoires fastidieux. Nous montrons dans ce papier que cette technique 
pent ctrc ctcndue a certains types d'algcbres prcsentant un "scindement d'associati- 
vite". Nous montrons que, lorsque certaines proprietes de coherence existent entre 
les relations definissant le type d'algebre et I'unite, alors I'algebre libre pour ce type 
(dument augmentee) est une algebre de Hopf. Dans le cas oii le type d'algcbres est 
defini par deux operations dont la somme est une operation associative (scindement 
d'associativite), on constate que les relations doivent etre combinaisons lineaires de 
3 relations particulieres. Celles-ci sont exactement les relations des "algebres dendri- 
formes" . 

Dans le premier paragraphe on explique ce qu'on entend par "scindement d'asso- 
ciativite" et "coherence des relations avec I'unite". On montre le role primordial 
des algebres dendriformes pour ce probleme. Dans le deuxieme paragraphe on 
dcmontrc I'cxistence d'une structure d'algebre de Hopf sur les algebres libres pour 
les types d'algebres satisfaisant aux conditions de coherence. Les deux premiers 
paragraphes sont restreints aux types d'algebres ayant deux operations generatrices 
sans symetrie. On peut etendre le resultat a d'autrcs types d"algebres, ce qu'on 
fait dans le troisicme paragraphe, ecrit avec la terminologie des operades qui est le 
langage adapte dans ce domaine. L'existence du coproduit sur I'algebre libre a pour 
application la generalisation de la notion de convolution. 

Outre les algebres dendriformes, il se trouve que la plupart des nouveaux types 
d'algebres avec scindement d'associativite apparus dernierement verifient effective- 
ment les proprietes de coherence: algebres 2-associatives, trigebres dendriformes, 
algebres pre-dendriformes, algebres dipteres, quadrigebres, algebres magmatiques. 
Apres avoir donnc la presentation de ccs types d'algcbres, on indique ce qui est connu 
sur leur algebre libre dans le quatrieme paragraphe. 

Dans le dernier paragraphe nous abordons le probleme de la determination de 
I'operade des primitifs. 

Je remercie Maria Ronco et Teimuri Pirashvili pour les nombreuses conversations 
et idees echangees sur le sujet, et Frangois Lamarche pour une remarque pertinente. 
Notation. Dans ce papier K est un corps de caracteristique quelconque. Par espace 
ou espace vectoriel on entend un espace vectoriel sur K. Le produit tensoriel sur K 
des espaces V et W est note V (g) W. 



1. Scindement d'associativite et coherence unitaire 
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1.1. Definition. — Soit A une algebre associative (non unitaire) dont on note * 
le produit. On dira qu'il y a scindement d'associativite lorsque cette operation * est 
somme de deux operations: 

(0) x*y = x^y + xyy, 

que Ton qualifie respectivement de gauche et droite, et lorsque I'associativite de * est 
une consequence des relations satisfaites par ^ et L'exemple suivant va jouer un 
role primordial dans notre problematique. 

1.2. Exemple: algebres dendriformes. — Par definition une algebre dendri- 
forme (cf. (LodOl, ). encore appelee digebre dendriforme, est un espace vectoriel A 
muni de deux operations gauche et droite satisfaisant aux relations 

(Rl) {x ^ y) ^ z = X ^ {y * z), 

(R2) {x ^ y) ^ z ^ X y~ {y -< z), 

(R3) {x * y) >~ z — X )^ {y )^ z), 

Par addition des relations on constate que I'operation * est associative, on a done 
bien scindement d'associativite. 

1.3. Compatibilite entre relations et action de I'unite. — Toute algebre as- 
sociative A pent etre rendue unitaire formellement en posant A^ = KAQ)A (algebre 
augmentee) avec le produit associatif induit par celui de A, 1 etant I'unite pour *. 
On se pose la question de savoir si, lorsque le produit associatif est scinde, on pent 
etendre les operations -< et h tout A^ . On doit avoir a=l*a = l^a+l^a 
d'une part eta = a*l — a^l + a"^! d'autre part. Faisons les choix suivants pour 
Taction de 1 sur a G A: 

(t) 1 ~< a^O, 1 >~ a, a -< 1 = a, a >~ 1 ^ . 

On ne pent pas etendre ^ et y a K done 1 ^ 1 et 1 1 ne sont pas definis. On 
voudrait que I'extension des operations ^ et >- a I'algebre unitaire A^ par les formules 
ci-dessus soit compatible, i.e. que les relations satisfaites par ^ et ^ soient valables 
sur pour autant que les termes soient definis. On dira alors que A^ est une algebre 
augmentee. 

Dans un premier temps on suppose que les relations satisfaites par -< et >- sont 
quadratiques et regulieres (voir paragraphe 13 . 1(1 . Ceci signifie que les relations sont 
des combinaisons lineaires de monomes du type (x oi y) 02 z et du type x oi [y 02 z) 
oil oi et 02 sont soit -< soit ;^ (il y a done 8 monomes possibles). On remarquera que 
les algebres dendriformes sont de ce type. EUes ont ete etudiees dans |Lod01| . 

1.4. Proposition. — L'extension des operations -< et )^ a I'algebre unitaire A^ est 
compatible si et seulement si les relations satisfaites par -< et >- sont des combinaisons 
lineaires des relations (|Rlll . (|R2|) et (|R3p decrites ci-dessus. 
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Preuve. — Soit 

a{x ^ y) ^ z + j3(x -< y) )~ z + j{x >- y) ^ z + S{x >~ y) )~ z = 

a'x <{y ^ z)+ (3'x < {y )~ z) + 7'x ^ (?/ ^ z) + 5'x >- {y )~ z) 

une relation ou a,/?, etc, sont des scalaires. En remplagant x, resp. resp. z par 1, 
on obticnt 

7 = 7', 5 = 5\ 

a = P', /3 = S', 

a = a', 7 = 7', 

respectivement. En effet, par exemple pour a: = 1, on obtient 

7(6 ^ c) + S{b ^ c) = -f'{b -< c) + ^ c) 

pour tons 6, c G A+, d'ou I'egalite de la premiere ligne. 
On en deduit que la relation de depart est de la forme 

a((a; ^ y) ^ z — x ^ {y ^ z) ~ x ^ (y )~ z)) + ^({x ^ y) -< z ~ x ^ {y < z)^ 

+I3{{x -< y) y z + {x >~ y) z ~ X >- {y y z)) = 
c'est-a-dire une combinaison lineaire des trois relations (Ri). □ 
On examine plusieurs types de digebres dans le second paragraphe. 

2. Structure d'algebre de Hopf sur les algebres libres 

On considere un type d'algebres V ayant deux operations generatrices et ;^ et 
dont les relations sont des combinaisons lineaires de (|R.2(I et (IR,3p . On suppose 

que I'on est en presence d'un scindement d'associativite, c'est-a-dire que I'operation 
*, definie par la formule (0), est associative. 

Solent A et B deux algebres de type P, dont on note la V-algehre aug- 

mentee. 

2.1. Proposition (Coherence). — Les jormules ci-apres font de ® i?+ une 
V-algebre augmentee (I'unite etant 

[a®h)o {a' ® b') := (a * a') ®{bob') sibe B ou b' £ B, 

(a (g) 1) o (a' 1) (a o a') (g) 1, 

oil o et >- (ou une combinaison lineaire quelconque d'icelles), a, a' G et 

b,b' e B+. 

On dit alors que le choix d'action de I'unite est coherent avec les relations (ainsi 
dans ce cas la compatibilite implique la coherence). II est pratique pour les calculs 
d'utiliser la formule (abusive) 

(a * a') (g) (1 o 1) = a o a' (g) 1. 
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Preuve. — On remarque que les formules impliquent immediatement 

(a ® 6) * [a' ® h') = (a * a') ®{h* b') 

dans tons les cas. Ainsi la structure d'algebre associative induite est bien la structure 
liabitucUe. 

Solent a, a', a" € et b, b', b" G Soit i = 1, 2 ou 3. On montre tout d'abord 
que la relation (Ri) est verifiee pour x = a ® b^y — a' ® b' ^ z = a" ® b" dans les deux 
cas suivants 

- Fun des elements 6, 6', b" vaut 1 et les deux autres sont dans B, 

- deux des elements 5, 6', b" valent 1 et le troisieme est dans B. 

Les parties gauche et droite de la relation I|R1|) s'ecrivent respectivement 

((a 6) ^ (a' ® b')) ^ (a" ® b") = (a * a' * a") ® {{b -< b') -< b") 

et 

{a®b)< {{a' ® b') * {a" ® b")) = (a * a' * a") (E> {b ^ [b' * b")) 
si b £ B ou b' ^ B. Si I'un des b, b' , b" seulement vaut 1, alors les composantes dans 
i?+ sont egales par la Proposition II. 41 Si 6 = 1 = 6" et 6' G S les deux termes sont 
nuls, et sont done egaux. Si 6' = 1 = 6" et G i? les deux termes valent (a* a'* a") (8) 6, 
ils sont done egaux. Si 6 = 1 = 6' et 6" G -B les parties gauche et droite s'ecrivent 
respectivement 

((a ®\)< [a! ® 1)) < (a" ® 1) = ((a < a') * a") ® (\ < b") = 

et 

{a®\)< ((a' 1) * (a" ® 1)) = (a * a' * a") ® (1 6") = 

elles sont done egales. 

Les parties gauche et droite de la relation ljR2|l s'ecrivent respectivement 

((a ®b)>- (a' ® b')) ^ (a" Cg) b") = (a * a' * a") ((6 >- b') < b") 

et 

{a®b)>- {{a' ® b') ^ (a" Cg) fo")) = (a * a' * a") ® {b > {b' b")). 
Si I'un des b,b',b" seulement vaut 1, alors les composantes dans _B_|_ sont egales par 
la Proposition 11.41 Si 6 = 1 = &" et fe' G i? les deux termes valent {a * a' * a") ® b' 
et sont done egaux. Si 6 = 1 = 6' ct fe" G i? les parties gauche et droite s'ecrivent 
respectivement 

((a ®1)^ (a' ® 1)) -< (a" ® b") = ((a ^ a') * a") ® {l< b") = 

et 

{a®l)^ ((a' 1) [a" ® b")) = {a®l)> {{a' * a") ® {1 -< b")) = 

elles sont done egales. Si 6' = 1 = &" et 6 G -B les parties gauche et droite s'ecrivent 
respectivement 

((a ®b))- {a' ® 1)) (a" 1) = ((a * a') (6 ^ 1)) (a" ® 1) = 
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et 

ia(E)b)>- {{a' (g) 1) ^ (a" 1)) = (a ® 6) >- ((a' a")) 1) 

= (a * (a' -< a")) (6 ^ 1) = 

elles sont done egales. 

La verification pour (R3) est en tons points analogue a celle de (jRl|) . 

Supposons maintenant que A et B satisfont a la relation (R) := q;(R1) + /3(R2) + 
7(R3) pour des scalaires a,f3,j. Si b,b',b" sont dans B, alors (R) est verifiee pour 
X = a ^ b, y = a' (S) b' , z = a" (E) b" car la relation (R) est valable dans B. Si au moins 
I'un des b, b', b" est dans B, alors (R) est verifiee car, d'apres les calculs precedents, 
la relation (Ri) est verifiee pour tout i. Si maintenant b — b' — b" = 1, alors (R) 
est verifiee (toujours pour x = a ® b,y = a' ® b' , z = a" ® b") car la relation (R) est 
valable dans A. 

En conclusion on a demontre que A®K®K®B@A®B est une algebre de type 
P, et done A+ ® B+ est une 'P-algebre augmentee. □ 

2.2. Algebre de Hopf connexe. — On rappelle qu'une bigebre H = {H, *, A, u, c) 

est la donnee d'une structure d'algebre associative unitaire {Ti., *,u), d'une structure 
de cogebre coassociative co-unitaire (7i, A, c) et on suppose que A et c sont des ho- 
momorphismes d'algebres unitaires. On dit qu'une bigebre est une algebre de Hopf si 
elle possede une antipode. 

Une bigebre Ti. est dite connexe si la filtration FrTi. est complete, i.e. si Ti. — 

FrTi, pour FoTi -.^ K ■ I et 

FrTi := {x e n\A{x) -l^x-x(E)le Fr-iTi ® F-iTi}. 

On montre aisement qu'une bigebre connexe admet une antipode, done il y a 
equivalence entre bigebre connexe et algebre de Hopf connexe. 

2.3. Theoreme. — Soit T' un type d'algebres ayant deux operations generatrices 
-< et >- et dont les relations sont des combinaisons lineaires de (jRip . ljR,2(l et l)R,3p . 
I'une d'elles etant (|Rl(l + ljR2|l + ljR,3|l (scindement d'associativite). Alors I'algebre libre 
augmentee P{V)+ est munie naturellement d'une structure d'algebre de Hopf connexe. 

Preuve. — Puisqu'il y a scindement d'associativite, I'algebre T'iV) est une algebre 
associative et V{V)+ est une algebre associative unitaire augmentee. II nous faut 
done eonstruire la cooperation A et demontrer ses proprietes. 

D'apres la proposition 12.11 I'algebre associative <E) est munie d'une 

structure de 7^-algebre augmentee. 

Considerons maintenant I'application lineaire 

S -.V -^P{V)+(E)V{V) + , v^v(g)l + l(g)v. 

II existe une et une seule extension de 6 en un morphisme de T'-algebres augmentees 
A : V{V)+ T^iV)+ (g) ViV)+ car T^{V) est la T'-algebre libre sur V. 
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Puisque c'est un morphisme de P-algebres augmentees, c'est, a fortiori, un mor- 
phisme d'algebres associatives augmentees. 

II nous reste a montrer que A est coassociatif. Les morphismes (A (g) Id) o A et 
(Id (g) A) o A etendent tons les deux I'application lineaire V — > 7^(^)4.®^ qui envoie v 
sur l(g)l(git; + l(g)ti(8)l+t'(8)l(g)l. Par unicite de I'extension on deduit la coassociativite 
de A. 

On a ainsi construit la structure de bigebre. Montrons maintenant que cette 
bigebre est connexe. De par sa definition I'algebre libre ViV) est de la forme V(V) = 
®n>i'P{V)n Oil V{V)n sst I'espace engendre lineairement par des produits quelcon- 
ques de n elements de V. Posons A{x) — A{x) — x 1 — 1 ^ x = J^^i ^2- On 
a degx = degxi + dega;2. Comme degxi > 1 et dega;2 > 1, on a degxi < dega; 
et dega:2 < degx. Ainsi, si x E V{V)n, on a A (x) — 0. II s'en suit que V{V)n C 
FnPiV). On a done P(V)+ = Ur FrP{V)+ et P{V)+ est une bigebre connexe. Done 
c'est une algebre de Hopf connexe. □ 

2.4. Remarques. — En fait V{V)+ a une structure plus fine que simplement celle 
d'une algebre de Hopf, c'est une V-algebre de Hopf. Ceci signifie que le coproduit A 
est un morphisme de 7^-algebres augmentees. 

Puisque S est symetrique (i.e. S — t o S oil t{x ®y) = y®x),on pourrait penser 
que A est co-commutative. II n'en est rien car, bien que r soit un automorphisme 
d'algebre associative, ce n'est pas un automorphisme d'algebre de type V. 

2.5. Algebres dendriformes. — On en a donne la presentation en 11.21 Dans 
jLodOlj on a montre que I'algebre dendriforme libre sur un generateur, notee 
Dend{K), a pour base lineaire les arbres binaires planaires. Done la dimension de 
ses composantes homogenes est 

(1, 2, 5, 14, 42, 132,..., c„,...) 

oil c„ — est le nombre de Catalan (nombre d'arbres binaires planaires a n + l 

feuilles). 

En ll.Hl on a fait un choix pour Taction de 1. Si on identifie 1 a I'arbre sans sommet 
interne, alors on constate que les formules de |Lod01| s'etendent sans obstruction. 

Dans LR98 on a construit explicitement un coproduit A' sur I'algebre associative 
augmentee Dend{K)^ en decrivant A'{t) pour tout arbre binaire planaire t par la 
formule de recurrence 

A'{t V s) = ^ * S(i) (g) t(2) V S(2) + i V s (g) 1. 

Ici V designe le greffage des arbres et on a adopte la notation de Sweedler A'(i) = 
^i(i) (8)i(2). Montrons que A' coincide avec la co-operation A construite en 12. 31 On 
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rappelle que t\/s — tyY^soiiY est le generateur de Dend{K). On a 
A(< V s) A(t ^ r ^ s) = A{t) >- A{Y) -< A(s) 

= (^(1) ® %)) + (s(i) ® s(2)) 

= (t(l) * 1 * S(l)) «1 (t(2) ^ F ^ S(2)) + (t(i) * F * S(i)) (g) (i(2) >- 1 -< S(2)) 
= (^(1) * S(l)) ® (^(2) V S(2)) + t V S ® 1. 

On a ainsi montre que A = A'. En application on obtient une demonstration plus 
simple de la co-associativite de A'. 

Le coproduit des algebres dendriformes joue un role crucial dans le travail de M. 
Ronco sur une generalisation du theoreme de Milnor-Moore (cf. jRonOO| et |Ron02p . 

Une construction differente du produit et du coproduit sur les arbres planaires 
binaires a ete donnee par Brouder et Frabetti dans jBF03| . Le fait que ces deux 
algebres sont isomorphes a ete demontre par Holtkamp jHolOSj et independamment 
par Foissy |Foi02| (voir aussi "XS"). On trouvera dans |AguOO| , |Cha02j et |EF02| 
des liens entre les algebres dendriformes et d'autres types de structure algebrique. 

2.6. Algebres dipteres. — Par definition (cf. LR03 ) les algebres dipteres ont 
deux operations generatrices * et >- verifiant les relations 

(as) (x * y) * z = X * [y * z) 

(dipt) {x * y) >- z — X )~ {y )~ z) 

II est clair que Ton pent aussi les definir par les operations -< et ;^ (via la formule 
©) et les relations (jEJ + El et (|R3|) . 

L'avantage de la premiere presentation est qu'elle a un sens aussi sur les ensembles. 
Dans LR03 on a montre que I'algebre diptere libre sur un generateur notee Dipt{K) 
a pour base lineaire deux copies des arbres planaires, ses composantes homogenes ont 
done pour dimension 

(l,2,6,22,90,...,2C„_i,...) 

oil C„ est le super-nombre de Catalan (nombre d'arbres planaires a n + 1 feuilles). 
La methode exposee ci-dessus nous a permis de construire facilement la structure 
d'algebre de Hopf. Cette structure joue un role-cle dans la demonstration du resultat 
principal de LR03 qui est une generalisation du theoreme de Milnor-Moore au cas 
non-cocommutatif. 

2.7. Digebres sans nom. — Les operations generatrices sont et et les relations 
sont + et (|r!,2|l . On pent aussi, evidemment remplacer (Rl) + (R3) par 
I'associativite de *. On trouve une structure differente de la precedente bien que 
I'algebre libre sur un generateur ait les memes dimensions. 
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2.8. Digebres associatives admissibles. — Les operations generatrices sont et 
>- et la relation est (jRl|) + ljR2|l + ljR3|l . c'est-a-dire I'associativite de *. L'algebre libra 
sur un generateur a une base formee des "arbres binaires hybrides" (cf. Pal94^). 
En effet, si on admet que 2 est inversible, on pent changer de base d'operations 
generatrices, et prendre * et • definie par x ■ y := x ^ y — x >- y. On trouve pour 
dimensions de I'objet libre sur un generateur 

(1,2,7,31,154,...) 

En fait la serie generatrice (cf. 13.1(1 est I'inverse pour la composition de la serie 
f{x) = -l + x^ + j^. 

On observe que I'operation {x, y} :— x -< y — y >- x munit I'espace sous-jacent d'une 
structure algehre de Lie admissible (cf. |Rem02] ') car I'antisymetrise de { — , — } est 

{x,y] - {y,x] = X < y - y >- X - y ~< x + X >- y = X * y - y * X = [x,y]. 

3. Operades et algebres de Hopf 

Dans la premiere partie (paragraphes 1 et 2) on s'est restreint volontairement a 
des types particuliers d'algebres: deux operations generatrices binaires et des rela- 
tions non-symetriques (voir ci-dessous) avec scindement d'associativite. Par la meme 
methode on pent etendre le theoreme 12.31 a d'autres types d'algebres ayant par ex- 
ample plusieurs operations generatrices et/ou des relations plus generates. Afin de 
traiter le cas plus general il est pratique (voire necessaire) de se placer dans le cadre 
des operades algebriques. On rappelle tres brievement les rudiments de cette theorie 
enIO 

3.1. Operades algebriques. — Soit V un type d'algebres et 'P{V) la V- 
algebrc libre sur I'espace vcctoricl V. On suppose que VlV) est de la forme 
Viy) = ®n>iP{n) ®s„ y®"" ou les 'P(n) sont des S'„-modules a droite. Le groupe 
symetrique Sn opere a gauche sur V®"" par permutation des variables. On considere 
V comme un endofoncteur de la categoric des espaces vectoriels. La structure de 
■p-algebre libre de 'P{V) fournit une transformation de foncteurs j : V o V ^ V 
ainsi que u : Id — > "P verifiant les axiomes d'associativite et d'unitalitc usuels. Cette 
donnee (P,7,u) est appelee une operade algebrique. Une T'-algebre est alors la 
donnee d'un espace vectoriel A et d'une application lineaire ja ■ T-'i^) A telle que 
o 7(A) = 7A o P{ja) et 7A o u{A) = Id^i- 

L'espace Vin) est I'espace des operations n-aires pour les T'-algebres. On supposera 
ici qu'il n'y a qu'une (a homothetie pres) operation unaire, a savoir I'identite: P(l) = 
K.Id . 

On supposera aussi que toutes les operations sont engendrees (par composition) par 
des operations binaires, c'est-a-dire une famille de generateurs lineaires de V{2). On 
dira alors que I'operade est binaire. Si les relations entre operations sont consequences 
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de relations ne faisant intervenir que des monomes a 2 operations, on dira que I'operade 
est quadratique. 

Si les operations binaircs n'ont pas de symetrie et que dans les relations, Ics vari- 
ables x,y et z apparaisscnt toujours dans le meme ordre, on dira alors que I'operade 
est reguliere. L'espace V{n) est alors de la forme Pn'S^K[Sn] ou Vn est un espace vec- 
toriel et, en tant que 5„-module, ■P(n) est une somme de representations regulieres. 
La famille des Vn munie de la composition est parfois appelee une opcradc non- 
symetrique. Dans ce cas I'algebre libre, et done I'operade reguliere, sont entierement 
determinees par I'algebre libre sur un generateur 'P{K) = ®„>i7'„. 

On dira qu'il y a scindement d'associativite si ^(2) contient une operation, notee 
{x, y) ^ X * y, qui est associative. Dans ce cas on pcut toujours trouver une base 
de l'espace P{2) telle que la somme des vecteurs de bases soit I'operation *. Les 
exemples des paragraphes 1 et 2 sont des operades binaires quadratiques regulieres 
avec scindement d'associativite. 

La serie generatrice de I'operade V est la fonction 



Si I'operade est reguliere on a f'^{x) :— X]„>i(— 1)" dim Vnx". Dans les exemples de 
ce papier c'est la serie (dim'P„)„>i que Ton donne. 

Les operades les plus intcressantes sont celles qui sont "de Koszul". Uno condi- 
tion necessaire pour la Koszulitc est que I'inverse, pour la composition, de la serie 
generatrice soit aussi une serie a coefficients entiers alternes. 

3.2. Actions de I'unite, compatibilite et coherence. — Soit V une operade 
binaire quadratique. Par action de I'unite on entend le choix de deux applications 
lineaires 



qui pcrmcttcnt de donncr un sens aaolet loa respectivement pour toute operation 
o e P{2) et tout a e ^ oil ^ est une P-algebre: 



Lorsque I'operade V est avec scindement d'associativite on suppose que Ton fait le 

choix a*l = a = l*a pour *, c'est-a-dire a{*) = Id = (3{*). 

On dira que le choix d'action do I'unite est compatible avec les relations de P si les 
relations sont encore valables sur A+ :— K.l (B A pour autant que les termes soient 
definis. 

Considerons l'espace A ig) KA (S KA ® B (S A ® B oii A ct B sont des P-algebres. 
En utilisant le choix d'action de I'unite on etend les operations binaires o e P{2) a 




a : P{2) P{1) = K, 



/? : P{2) ^ P{1) = K, 



a o 1 = a(o)(a), 



loa = /3(o)(a). 
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cet espace en posant, comme en 12. II 

{a®b)o (a' ® b') := (a * a') ® (6 o 6') si b e B ou b' G B, 

(a (g) 1) o (a' (X> 1) (a o a') ® 1 sinon. 

On dira que le choix d'action de I'unite est coherent avec les relations de V si A (S) 
K.lQ)K.liS)B®AiS)B muni de ces operations est une "P-algebre. 

Observons qu'une condition necessaire pour la coherence est la compatibilite. Dans 
certains cas, compatibilite entraine coherence (cf. Proposition 1 1 . 4|) mais ce n'est pas 
toujours vrai. 

Si C+ est une autre T'-algebre augmentee, on verifie que (A^ (E> B+) ® C+ et 
(x) (x) C+) ont la meme structure de 'P-algebre augmentee. 

3.3. Theoreme. — Soit V une operade binaire quadratique non symetrique. Toute 
action de I'unite coherente avec les relations de V permet de munir la V-algebre lihre 
augmentee V {V) + d'une co-operation co- associative (i.e. un coproduit) 

/:^:V{v)+^r{v)+®v{v)+ 

qui est un morphisme de V-algebres augmentees. 

En particulier s'il y a scindement d'associativite, 'P{V)+ est une algebre de Hopf 
connexe. 

Preuve. — L'action de I'unite permet, grace a I'hypothese de coherence, de munir 
V{V)j^®'P{V)j^ d'une structure de P-algebre augmentee. Le coproduit A est I'unique 
morphisme de 'P-algebres augmentees qui etend I'application lineaire v i~> l®v-\-v®l. 
Le reste de la demonstration est le meme que pour le theoreme 12.31 □ 

Remarque. Sous I'hypothese "reguliere" la premiere formule de 12.11 munit A ® B 
d'une structure de 'P-algebre. Sans cette hypothese, ce n'est plus automatique, mais 
il arrive encore parfois que ce soit vrai. Dans ce cas le theoreme l3.3l est encore valable 
(cf. exemole I4.1|> . 

3.4. Convolution operadique. — Soit V une operade binaire quadratique 
reguliere munie d'une action coherente de I'unite. On va montrer que, comme dans 
le cas associatif on pent munir I'espace des endomorphismes de la P-algebre libre de 
produits de convolution. 

3.5. Proposition. — Pour tout espace vectoriel V I'espace HomA'(P(V^)+, P(V^)+) 
est muni d'une structure de V-algebre unitaire. 

Preuve. — Soit /i G P(2) une operation generatrice. Pour tout couple d'applications 
lineaires /, g : V{V)+ V{V)+ on definit /!(/,. g) : V{V)+ P(F)+ par la formule 
suivante: 

KLg) :=A*°(/®.9)°A. 
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II est immediat de verifier que les relations satisfaites par les operations generatrices fi 
de I'operade V sont aussi satisfaites par les operations p. Done llomK{'P{V)+,'P{V)+) 
est une P-algebre unitaire. □ 

3.6. Remarque. — Dans le cas des algebres associatives, i.e. V — As et fj, — *, 
I'operation p, est la convolution classique. 

4. Exemples 

4.1. Algebres de Zinbiel. — Supposons donnee une seule operation On choisit 
pour action de 1 les formules suivantes: 

I y X = X, a:;^l = 0. 

On montre, comme dans la proposition 1 1.41 que I'unique relation possible pour avoir 
coherence est 

{xyy + yyx)yz — xy{yyz). 

Les algebres definies par >- et cette relation sont les algebres de Zinbiel (cf. jLod95p . 
qui sont duales, au sens operadique, des algebres de Leibniz. On constate que 
I'operation * definie par x*y = x>-y + yyx est associative. On peut mon- 
trer (cf. loc.cit.) que I'algebre de Zinbiel libre augmentee est I'algebre des shuffles 
T'''^{V) (i.e. T{V) en tant qu'espace vectoriel, mais avec le produit shuffle). La struc- 
ture d'algebre de Hopf donnee par notre methode n'est rien d'autre que la structure 
connue: A est la deconcatenation. La preuve consiste a identifier X1X2X3 . . . a;„ a 
(. . . {{xi X2) )^ Xa) . . . a;„) et raisonner par recurrence. 

4.2. Algebres pre-dendriformes. — Par definition une algebre pre-dendriforme 
a 3 operations -<,)^,'¥ qui satisfont a 4 relations: 



(RO) {x * y) * z — X * {y * z), 

(ED {x < y) z = X < {y * z), 

(|R2|) {x ^ y) ^ z = X ^ {y ^ z), 

||R3|| (x * y) ^ z = a; (y ^ z). 



L'operade associee est done binaire quadratique reguliere avec scindement 
d'associativite. On obtient les algebres dendriformes comme quotient en intro- 
duisant la relation de symetrie 

x*y = x^y + x>-y, 

car sous cette condition la relation (|RO|l devient egale a HRl|) + HR2p + HR3|l . 

L'operade des algebres predendriformes a pour dimension des parties homogenes 

(1,3,14,80,510,...), 
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dont la serie generatrice alternee est I'inverse pour la composition de 

~x + 3x'^ - ix^ + bx'^ - . . . = -1 - X + - — 5— -TT. 

(1 + a;)2 

Si on prend les memes conventions que dans le paragraphe 1, a savoir 

1 ^ a = 0,1 a = a,a ^ 1 = a,a )^ 1 = 0,1 'I' a = a = a 'I' 1, 

on constate immediatement que les quatre relations (jRO|) a (|R3p sont compatibles. En 
fait ce choix est meme coherent avec les relations et done I'algebre pre-dendriforme 
libre augmentee, preDend{V)+ est munie d'une structure d'algebre de Hopf par le 
theoreme 13.31 

La version cogebre des relations ci-dessus joue un role primordial dans le travail de 
P. Leroux |Ler02l ITerOS] . 

4.3. Remarque (due a F. Lamarche). — Les formules (IROII a (|R3|I se rencontrent 
dans le contexte des foncteurs adjoints de la maniere suivante. Soit {C,*,I) une 
categorie monoidale de produit associatif * et d'unite /. Supposons que, pour tout 

objet C de C, le foncteur C * — : C ^ C ait un adjoint a droite, que Ton note < C, 

et que le foncteur — * C : C — > C ait aussi un adjoint a droite que Ton note C )^ — . 
On a done: 

Home (C * A, X) = Home {A X ^C), Home iA*C,X)= Home {A,C y X). 

Alors, en evaluant de plusieurs manieres I'ensemble Home(^ * B * C,X), on trouve 
precisement les relations (IRlll . (IR2|I et (jR3|) . Par exemple on a d'une part 

Home (A^ B *C,X) ^ Home [A, {B*C)> X) 

et d'autre part 

Home(^*S *C,X) = Ylomc{A*B,C > X) = Home(^,S >- (C >- X)), 
ce qui donnc la relation (|r!,3|l . 

4.4. Trigebres dendriformes jLR02| . — On se donne 3 operations et • et 
7 relations: 

[x < y) -i. z — X < (y * z), 

< [x > y) < z — X > {y ^ z), 
{x * y) )~ z — X )~ {y )~ z), 

{x y y) ■ z ^ X y {y ■ z), 

< {x ^y) ■ z ^ X ■ {y >- z), 
{x ■ y) ^ z ^ X ■ {y < z), 
(x • y) • z = a; • (y • z), 

on X * y := X ^ y + X >- y ^ X ■ y. 
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L'operade des trigebres dendriformes, notee Tridend, est binaire, quadratique, 
reguliere, avec scindement d'associativite. 

On etend ces operations a I'unite par les choix suivants 

l^a = 0, l;^a = a, a^l = a, a^l = 0, l-a = = a-l. 

II s'ensuit que Ton a bien l*a = a = a*l. 

On pent montrer que ces choix sont coherents avec les relations. Ainsi la trigebre 
dendriforme libre unitaire Tridend{V)+ pent etre munie d'une structure d'algebre de 
Hopf. Rappelons que Tridend{V) se decrit explicitement a I'aide des arbres planaires 
(cf. |LR02p . La dimension de ses parties homogenes est done donnee par le super- 
nombre de Catalan C„: 

(l,3,ll,45,197,...,C„-i,...)- 
On pent expliciter A sur les arbres planaires comme en l2.5l en utilisant les formules 

x° V . . . V .t'= = (x" V . . . V x''-^) ■ {Y < x^), si fc > 1 ou fc = 1 et a;° ^ I, 

\\J X X. 

On constate que les elements qui s'ecrivent lj ■ 9 avec ld et 9 elements primitifs de 
V{V) sont aussi des elements primitifs. 

4.5. Algebres 2-associatives |LR03| |Pir03j . — On se donne 2 operations asso- 
ciatives * et • et pas d'autres relations. L'operade des algebres 2-associatives, notee 
2as, est binaire, quadratique, reguliere. L'algebre libre sur un generateur est, comme 
pour les algebres dipteres, de dimension 2C„_i en dimension n >2. Ici on va mod- 
ifier quelque peu notre construction de A. On fait le choix d'actions de 1 suivant: 
l*a = a = a*letl-a = a = a- leton met sur le produit tensoriel de deux algebres 
les produits diagonaux classiques. II y a alors une et une seule co-operation unitaire 

A : 2as{V)+ -> 2as{V)+ ® 2as{V)+ 

qui verifie 

A(a; *y) — A(a;) * A{y), 

A{x -y) ^ {x(g)l) ■ A{y) + A{x) • (1 y) - x (g) y, 

et A{v) = l^v+v^l pour v &V. On verifie que cette co-operation est co-associative, 
co-unitaire, et est un morphisme pour *, done {2as{V), *, A) est une algebre de Hopf. 
Sa partie primitive est etudiee dans jLR03| . 

La relation satisfaite entre la co-operation A et I'operation • est appelee relation 
de Hopf infinitesimale unitaire. La situation typique est le cas du module tensoriel 
T{V) equipe de • = concatenation et de A = deconcatenation. 

II y a de nombreux exemples interessants de quotient de cette operade, c'est-a-dire 
des operades obtenues en rajoutant des relations. Par exemple si on rajoute la relation 

(x * y) ■ z — X * {y ■ z), 
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on obtient une operade tres similaire a I'operade des algebres dendriformes. En fait ces 
deux operades sont reliees par unc homotopic. Done I'algebre libre sur un generateur 
est aussi indexee par les arbres binaires planaires (cf. jPir03| ). Cette operade est bi- 
naire, quadratique, reguliere. On obtient une structure d'algebre de Hopf sur I'algebre 
libre. 

4.6. Quadrigebres |AL04| . — On sc donne 4 operations \, ^ , \ et^/ et on note 

y:=x / y + x\,y, 
X ^y:^x\y + x / y, 
X V y := X \ y + X y y, 
X Ay :— X y + x \ y. 

ainsi que 

x*y:=x\y + x/^y + x\ y + xyy, — x'f-y + x^y — xVy + xAy. 
Puis on se donne 9 relations: 

(x \ y) \ z = X \ (y * z), {x / y) \ z = x / {y ^ z), {x Ay) / z ^ x / {y >- z), 
{x / y)\z^x / {y Az), {x\y)\z^x\{y\z), {x M y) / z ^ x \ [y / z), 
{x <y) / z ^ X / {y\J z), {x >- y) / z ^ x \ {y / z), {x * y) \ z ^ x \ {y \ z). 

L'operade des quadrigebres, notee Q, est binaire, quadratique et reguliere. On con- 
jecture que sa serie generatrice est I'inverse de la serie X]n>i(~l)""'^^" — ^(^i+J)3'' 
pour la composition, ce qui donnerait pour dimensions des composantes homogenes 
de la quadrigebre libre sur un generateur: 

(1,4, 23,156,1162,...) 

On etend les quatre produits a I'unite avec les choix suivants: 

a \ 1 — a, 1 \ a = a 

et tous les autres produits avec 1 sont nuls. Ainsi on a 

a-<l=a,l)^a = a,aAl = a, lVa = a,a>i=l = a= l*a, 

et les autres produits nuls. On verifie immediatement que les 9 relations sont compat- 
ibles avec ces choix. On pent montrer qu'elles sont meme coherentes et on en deduit 
que I'algebre libre augmentee Q{V)+ est une algebre de Hopf. 

Lorsque les 4 operations generatrices satisfont aux proprietes de symetrie 

x\y ^ y\x, x / y ^y / X, 

on dit que les quadrigebres sont commutatives. Nos choix sont compatibles avec ces 
relations de symetrie car a\l=a = l\ act tous les autres termes contenant 1 
sont nuls. On a done une structure d'algebre de Hopf sur la quadrigebre commutative 
libre augmentee. 
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4.7. Algebres magmatiques |GH03j . — Donnons-nous une operation binaire, 
notee {x,y) t—^ x ■ y, sans aucune relation. L'algebre libra sur un generateur ad- 
met evidemment les arbres binaires planaires pour base lineaire. EUe a done pour 
dimensions (cf. I2.5|l : 

(l,l,2,5,14,...,c„_i,...). 
Ce cas est un peu different des precedents puisqu'on n'a plus de scindement d'asso- 
ciativite. Prenons le choix d'action de I'unite usuel: 1 ■ a = a = a ■ 1. On verifie 
immediatement que les conditions de coherence sont verifiees et on pent appliquer le 
tlicoreme 13.31 L'interet de ce cas reside dans la nature des elements primitifs definis 
par le coproduit (voir paragraphe suivant). 

Une variante de I'operade magmatique est I'operade magmatique commutative oh 
Ton suppose de plus que a-b = b- a pour tous elements a et b. On a encore coherence 
dans ce cas. 

Un autre quotient interessant de I'operade magmatique est I'operade des algebres 
pre-Lie (cf. jCL01| ). qui sont caracterisees par la relation: 

{x ■ y) ■ z - X ■ {y ■ z) ^ {x ■ z) ■ y - X ■ {z ■ y). 

La coherence est valide dans ce cas bien que I'operade ne soit pas reguliere. 

4.8. Operades ensemblistes et arithmetique. — Lorsque I'operade algebrique 
provient d'une operade ensembliste, c'est-a-dire bien definie sur la categoric des en- 
sembles, on pent construire une arithmetique sur I'objet ensembliste libre. Observons 
que plusieurs des operades presentees dans les sections precedentes sont ensemblistes 
(algebres dipteres, algebres pre-dendriformes, algebres 2-associatives, algebres mag- 
matiques). On se sert de I'operation associative pour construire I'addition, et de la 
composition dans l'algebre libre pour construire la multiplication. Pour I'operade As 
c'est tout simplement I'arithmetique sur N. Pour I'operade magmatique (cf. 4.7) c'est 
I'arithmetique sur les arbres planaires binaires cvoquee dans |Blo95| . Meme quand 
I'operade n'est pas ensembliste on pent parfois construire une arithmetique grace a 
un bon choix de base lineaire de l'algebre libre. C'est ce qui est fait dans |Lod02) 
pour les digebres dendriformes et les trigebres dendriformes. 

5. L'operade des primitifs 

Soit V une operade binaire quadratique pour laquelle, apres avoir fait un choix 
d'action de I'unite, on a reussi a construire une co-operation co-associative sur 
l'algebre libre augmentee: 

A:r{V)+ ^P{V)+(g)V{V)+ 
On peut alors definir I'espace des elements primitifs par 

PTiiaViV) = {x e P{V)\A{x) = 1 a; + X 1}. 
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Lorsque A est un morphisme de P-algebres augmentees, on peut montrer que la 
composition d'elements primitifs est encore un element primitif. Done PrmiViV) est 
I'algebre libre d'un certaine operade Primp. 

Le jeu consiste maintenant a trouver quelle est cette operade dans les cas qui nous 
interessent. L'outil principal est V idempotent Eulerien dans le cas cocommutatif et 
Vidempotent de Ronco dans le cas non-cocommutatif ( cf. |RonOO| et |Ron02| ). 
Voici quelques reponses: 

Prim As = Lie 
Prim Com — Vect 

Prim Z?enc? = operade des algebres braces, cf. IRonOOj . 
PrimiDzpt — operade des i?oo-algebres, cf. |LR03| . 
Prim2as = operade des i?oo-algebres, cf. |LR03| . 

Dans le cas des algebres magmatiques (cf. 4.7), les premiers calculs ont ete faits 
par Gerritzen et Holtkamp |GH03j . L'operade Prim Mag dont I'algebre libre est la 
partie primitive de I'algebre magmatique libre possede au moins une operation binaire 
antisymetrique, notons la [— , — ], et une operation ternaire, notons-la as(— , — , — ) car 
si x,y et z sont primitifs, alors il en est de meme de [x,y] := x ■ y — y ■ x et de 
as{x, y,z):—{x-y)-z — x-{y-z). Ces deux operations generatrices sont liees par la 
relation 

as{x, y, z) + as(y, z, x) + as(z, x, y) — as{x, z, y) — as{y, a;, z) — as{z, y, x) = 

[[x,y],z] + [[y,z],x] + [[z,x],y] 

qu'on pourrait appeler la relation de Jacobi non- associative. Mais il est montre dans 
|GH03| que ce n'est pas sufRsant, et qu'il y a d'autres generateurs, par exemple 
I'element de I'algebre magmatique libre 

as(x, y,z ■ t) ~ z ■ as{x, y, t) — as{x, y,z) ■ t 

est primitif, mais n'est pas engendre par les operations crochet et associateur. 
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